ECE1 Correction Feuille Exercice 19 2020-2021

Correction Feuille Exercice 19

7 Etudier une suite définie par une intégrale

Exercice 8
1. Soit £ € N. On a

1 1 1
Vielk,k+1], ——<-<-
[k ke + 1] k+1~ ¢tk
D’apres l'inégalité de la moyenne

1 k+11 1

Lo Ml

E+1 koot k
2. On a alors 1 1
—— <In(k+1) —In(k) < —.
A

On avait déja obtenu cette inégalité en appliquant I'inégalité des accroissements finis a la fonction In.

Exercice 9
On considere la suite u définie pour tout n € N par

= dx
o 1+=x

Unp

1. Soit x € [0,1]. On a

0<z<1l=1<1+4+x<2

14z 2
" "
— 14z 2 —

Donc Vz € [0,1],0 < % < a™

n
et x — 2™ sont continues sur [0;1]. D’apres la question

2. On rappelle que les fonctions = — ]

T
précédente
1 1 gn 1
/deg/ dacg/ z"dx
0 0o 1+=x 0
n+1 1
n+1 0
= 0<u, < -0
n+1

1
On sait que lim = 0. D’apres le théoreme des gendarmes, (u,,) est convergente et

n—+oom + 1

lim w, = 0.
n—-+0o
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Exercice 10 (*)
1. Remarquons tout d’abord que pour tout n € N, la fonction x — 22"’ est continue sur [0; 1].
L’intégrale est donc bien définie. Il y a deux méthodes, on peut calculer les termes de la suite (a,,).

3n 3n

On étudie ensuite la suite a,, = f(n) en étudiant par exemple la fonction sous-jacente. Mais on peut
également trouver la monotonie en remarquant que (pour z € [0, 1))

1 3 1 e’
a, = [e”x } = —
0

n<n+1l=nz*<(n+1)2*
—_— ena:3 < e(n+l):r:3

3 3
s x2€nx < $2€(n+l)az

:>/12nxdx</ 2(n+1
0

= Gp < Apy

La suite (a,)nen est croissante.

2. Pour tout n € N, remarquons que la fonction ¢t — e~ est continue sur [0; n]. On calcule alors

n+1 9 n 2
bt — by :/ et dt—/ et dt
0 0
n+1 9 0 9
:/ ot dt+/ et
0 n

n+1 9
= / e Udt relation de Chasles

n

Or la fonction t — % est positive donc by — b, = [T e ¥ dt > 0.

La suite (b,)nen est croissante.

Exercice 11 (**)
Soit f la fonction définie sur U'intervalle [0; +oo[ par f(x) = In(14+ze~"). On note f’ la fonction dérivée de
la fonction f sur Iintervalle [0; +00[. On note € la courbe représentative de la fonction f dans un repere

orthogonal.

PARTIE I : La fonction © — 1 4+ xe™® est dérivable et strictement positive sur [0, +o0].
La fonction f est donc dérivable sur [0, 00| en tant que composée de fonction dérivable. Et on a

T
La dérivée est du signe de (1 — z). De plus f(0) = 0, xEIEOO xe ® = 0 par croissance comparée et donc
S f(z) =
x 0 1 +00
Signe de f'(x) + 0 —
Variations In(1 +¢7)
do f O / \ O
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A
PARTIE II : Soit A un nombre réel strictement positif. On pose A(\) = / f(z)dx. On se propose
de majorer A(\) a l'aide de deux méthodes différentes.
1. Premiere méthode

La fonction f est continue sur [0;A] et elle est majorée en z = 1 (par
f(1) =1In(1 + e ') sur cet intervalle. Donc pour tout z € [0, ],
f) < F) = [ fydr< [ e
= AN <Af(1)
2. Deuxieme méthode :
(a) On effectue une intégration par partie. On a

/ _, uetvsont deux fonctions
u(z) = = —e
de classe C! donc

=X =0+ {—e’z};\
=Xt —e?

- (=€)

A
On a donc / xe ¥dr = -de M —e M+ 1
0

(b) On admet que pour tout nombre réel positif u; In(1 4+ u) < u. Or ze™® > 0 donc pour A > 0

A A
In(l4+ze™®) <ze™® = / In(1+ ze *)dx < / re “dx
0 0

On conclut alors que A(\) < —Xe™ —e ™ + 1.
¢ Calculer une intégrale a l'aide d’une intégration par parties
Exercice 12

u(t) = In(t) w(t) = -

V) = 1
classe C'. On a alors,

1. La fonction ¢ — In(¢) est continue sur [1;e]. L’intégrale / In(¢)dt est bien définie, calculons la a

I’aide d’une intégration par parties. Soient

t . Les fonctions u et v sont de
v(t) =t

[m@ﬁ:ﬁm@ﬁ—ft

—dt
1t
=(e—0)— [ dt
1
— (e~ 1[=1]
—2
2. La fonction t — t%¢® est continue sur [—2;0]. L’intégrale t2e”dt est bien définie, calculons la &
u(t) =t*  W(t)=2t
I'aide d'une intégration par parties. Soient 5t 1 ., . Les fonctions u et v sont de
V'(t) = et wu(t) = s€
classe C'. On a alors,

-2 1 -2 -29
/ t2ePtdt = {t%‘“] — / Zte’tdt
0 5 0 0 5

4 49 2 72 5
- —O——/ te’tdt
56 5 Jo ¢

Techniques d’intégration.
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-2 -2
On calcule alors / te®dt & I’aide d’une nouvelle intégration par partie. L'intégrale / te’dt est
0 0

u(t) =t w(t) =1

1 .
V() =€t u(t) = ge5t

bien définie, calculons la a I’aide d’une intégration par parties. Soient

Les fonctions u et v sont de classe Ct. On a alors,

-2 1 —2 -21
/ tedtdt = [teﬂ — / —edtdt
0 5 0 0 5

=3¢ 5 5
_ 2 —10 1 —10 1
5° 25¢ T3

Donc

-2 4 2 2 1 1
/ 2ot gt — 56—10 = <—e_10 L0y )
0

5\ 5 25 25
44 2N\ . 1

- (5 Tos T 125) 125

122, 1

T 125° T 125

Exercice 13 (*) (1 — )
On pose, Vn € N, I, = / eldt.
0

n!
1. La fonction ¢t — €' est continue sur [0; 1]. On calcule

Iy = /—dt —e—l

La fonction ¢ — (1 — t)e’ est continue sur [0; 1]. On calcule

t(1-1t), by oy by oy
11:/ edt:/edt—/tedt:/edt—/tedt
0 1! 0 0 0 0

1
On calcule / te'dt par une intégration par partie. Soient
0

, deux fonctions de

classe C'. Donc

1
/tet:[tet](l)—/ ddt=e—0—[l=c—et1=1
0

‘Finalement ]1:6—1—126—2‘
2. Pourt € [0,1], 1 —¢t €[0,1] et ' € [0,¢]. On a donc

0<1-t<l=0<(1-t)"<1
= 0<(1-t)e' <e'<e
(1_t)net§ €

= 0< —
n! n!

- n! — nl
)"

1 1(1— 1e
:>/ Odtgf 7etdt§/ —dt
0 0 nl o n!

e
n!
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1
Or lim - = 0 Donc, d’apres le théoreme des gendarmes,

n—+oo n!

1
3. Ona]n+1:/ (

La suite (I,,) converge et lim [, = 0.

n—-—+
1—1¢ n+1
(—1—)1)'€tdt' On pose alors
0o (n !
-t
u(t) = n +)1) V'(t) = €
1 _ n
u'(t) = ! lt) v(t) =€t
n!

Les fonctions v et v sont de classe C!. Par intégration par partie,

eyt =gt
I"“_/o (n—l—l)!edt_[(n—l—l)!elo_/o_

1
= I,=0—— +1,
(n+1)!+
VneN, I I !
n el =4y — ———— .
i (n—+1)!

LA
4. On montre les propriétés suivantes P, : {In =e— Z k'}
k=0 "

— Initialisation : Iy = ¢ — Z

0

‘ k!

= e — 1. D’apres la question 1, la propriété &, est vraie.

"1

— Hérédité : On suppose que P, est vrai pour un certain rang n. On a donc I,, = e — Z o Or,

I =1, —
+1 = !
1

1
(n+1)!
noq
Zkf (n+1)!
-3 a

La proposition P, ;1 est donc vraie. On en déduit que la suite des proposition (P,) est héréditaire.

— Conclusion :

On a donc Z
k= 0

"1
Pour tout n € N, I,, = e — —.
— k!
=e—1, et
lm >
im —=e
n—>+ook:O k'

Techniques d’intégration.
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¢ Calculer une intégrale a l'aide d’un changement de variable.

Exercice 14

1
1. La fonction t — ) est continue sur [e; e?]. On pose alors le changement de variable z = In(t).
n
On a alors

1
dxz;dt, t=e~ax=1 t=e~x=2

En appliquant le changement de variable, on obtient

/62 1 g — 2%
e t(lnt)3 1 ad

1 2
-z,

2. La fonction ¢t —

1 est continue sur [0; 1]. On pose alors le changement de variable z = 2t + 1.

On a alors
de=2dt, t=0~x=1, t=1~x=3
En appliquant le changement de variable, on obtient
Lodt 3da
0o 2t+1 1 2z
1
= |31,
~ In(3) In(1)
2 2
n(3)
2

3

J—

Exercice 15 (**)
L’objectif est de calculer les intégrales suivantes :

1 1 1 42 1 1 t
I:/ dt J:/ dt K:/\/t2+2dt L:/ dt
0 Vi2+2 0 V2 +2 0 0 it2+2

1 t
1. Pour t € [0,1], on a t> +2 > 0. Les fonctions t — V2 4+ 2, t = ———— . t — et

2[ ] V2 +2 2+ 2

t
t— sont continues sur [0, 1].

V2 +2 0,1
‘Les intégrales I, J, K et L existent.‘

On a

1 t 1
L:/O mdt:[\/t2+2]0:\/§—\@

On a donc L = /3 — V2.

Techniques d’intégration. M Leboucher
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2. On calcule

1 +2 1 1
J+2I:/ 7dt+2/ -
0 Vt2+2 0 V2 +2
1 +2 p 1 2 p
_ *H/ 2y
/'vﬁ 0 V2 +2
1ﬁ+2
/t2
:/ V£ 2dt
0

|On a bien J + 27 = K. |

3. On pose

t
1242

Les fonctions u et v sont de classe C! sur [0,1]. Donc par intégration par parties,

u(t) = VE T 2 (t):l
t

N R I (N [y
= 1V1+2-0-1J

Onadonc K =+v3—J
4. On effectue le changement de variable z =t + /2 + 2. On a alors

VE+2
dr = <1+t> dt = <t++t) dt.

12+ 2 1242

On sait que

I g d
= | ——dt
/0\/1—1—152
1 1 (t+\/t2+2> "

- 0 t+Vt24+2 V142
1+v3 1
—/ —dx
1+x/§
= [In(2)] ”

c’est a dire que

=In(1 ++3) — In(v/2).

5 On a
J+2l =3 —J 2] =+3-2I

c’est a dire

J = \gg —In(1+/3) +1n(v/?2)

Techniques d’intégration. M Leboucher
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De méme K = /3 — J donc

K = \é§+ln(1+\/§) —In(v/2)

¢ Reconnaitre une somme de Riemann et calculer sa limaite.

Exercice 16 (*-**)
Montrer que les suites suivantes sont convergentes, et trouver leur limite.

1. On a
IR SHL
Uy = =
k0n3/2 ”ko

On reconnait une somme de Riemann avec f : 2 — y/x, a = 0 et b = 1. Donc

1 2 1
lim wu, = / Vrdr = [w x]
0 3 0

n—-+00

Donc lim wu, = -

n——+o0o
2. On a
R M
S k+n niml+k
1
On reconnait une somme de Riemann avec f :x — T2 a=0et b=1. Donc
x

| Lol .
Jlim_v, _/0 ——de = [In(1 +a);

Donc lim v, = In(2).
n—+oo

1
On aurait aussi pu reconnaitre une somme de Riemann avec g : x — —, a =1 et b = 2. Donc
x

21
lim v, = / —dz = [In(1 + 2)]? = In(2)
1z

n—+oo
3. On a

1

n—1 l{? n

In(w,) = In (H <1 + ))

k=0 n
n—1

= — 1 1 — = ~n
DEEHES

On reconnait une somme de Riemann avec f : z — In(1 + ), a =0 et b = 1. Donc

1
lim w0, —/ In(1 + z)dz

n——4o00

On résout cette intégrale par intégration par partie en choisissant
u(z)=In(l+z) J(z)=1

u'(x) = v(x) ==z

1+=z

Techniques d’intégration. M Leboucher
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On a alors

/11(1+ )dz = [zIn(1 + 2)]; /1 T 4
n z)dr = [z 1n )| — x

0 o 1+

B B _/11—1—96—1

N 14z

1

2>(/M_/1 )
0 +x

= In(2) — (1 - In(2))
=2In(2) — 1

Donc lim w, =2In(2) —1

n—-+4oo

et donc lim w, = e2@-1
n—-+oo

On aurait aussi pu reconnaitre une somme de Riemann avec g : x — In(z), a =1 et b = 2. Donc

lim @, = /12 In(z)de = [zIn(z) — 2]} = 2In(2) — 1

n——+o00

Techniques d’intégration. M Leboucher



